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論 文 内 容 要 旨
本論文では,流体力学に現れる非線型偏微分方程式の初期値問題に対する適切性について考察する.特
に,非圧縮性完全流体の運動を記述するEuler方程式の時間局所適切性を主な対象とする.同方程式の時
間局所的古典解の存在と一意性については,T.Kato(1972)によるSobolev空間の枠組みでの結果を始め
とし,多くの研究結果が存在するが,その時間大域解の存在,及び解の特異性に関しては現在まで未解決
である.更に,運動エネルギー有限な初期速度場に対する弱解の存在については,時間局所的にさえ未解
決である.これは,非圧縮性粘性流体の運動を記述するNavier-Stokes方程式と大きく異なる点である.
本論文においては,空間的可積分性,又は微分階数に着目したEuler方程式の時間局所的古典解の存在と
一意性,正則性,また弱解の特異性について考察する.
第2章においては,空間的可積分性に着目したEuler方程式の時間局所適切性について考察する.同方
程式の適切性に関しては,現在までにSobolev空間を始めとし,Besov空間やTriebel-Lizorkin空間等,様々
な関数空間における結果が得られているが,それらは主に微分階数に着目した結果であり,空間的可積分
性についてはLebesgue空間の枠組みで議論されている.ここでは,Lebesgue空間より真に広い関数空間
である弱Lebesgue空間の枠組みにおいてEuler方程式の時間局所適切性を考察する.弱 Lebesgue空間を
基礎としたBesov型の関数空間を導入し,その関数空間においてEuler方程式の時間局所的古典解の存在
と一意性を証明する.更に,得られた時間局所解の接続問題に対し,Beale-Kato-Majda型の爆発判定法を
確立する.証明においては,通常のBesov空間における議論を参考とし,まずは弱型 Besov空間における
sobolev型埋蔵定理とFourier乗法作用素や特異積分作用素の有界性を示す.次に,上で示した結果を用い
ることにより,弱型Besov空間における双線型評価,及び交換子評価を導出する.交換子評価によって非
線型項に対して閉じた評価を行うこと,また交換子評価を用いる際に付加 した項を,解から定まる軌道を
用いて方程式をLagrange座標系に変換 して消去することが,解の存在を示す際の重要な点である.
第 3章においては,Euler方程式の弱解の特異性について考察する.Euler方程式は非粘性流体に対する
方程式であるため散逸項が無く,滑らかな古典解を考えた場合,運動エネルギー保存則が成立する. しか
し前述したように,運動エネルギー有限な初期速度場に対する弱解の存在については,時間局所的にさえ
未解決である.ここでは,弱解の特異性として特に自己相似的特異性を考察し,圧力に関する符号条件の
下で,エネルギークラスにおける後方自己相似解の非存在を証明する.更に,解の空間無限遠での挙動に
関しても着冒し,エネルギークラスに比べて空間無限遠での減衰が遅いクラスにおいてち,後方自己相似
解が存在しないことを示す.証明においては,方程式に後方自己相似変換を施して得られる楕円型方程式
系を考察し,その解が自明解に限ることを示す.Euler方程式はその自己相似解が一つの自由度 (パラメー
タ)を含むため,全てのパラメータに対 して解の非存在を示す必要があるが,通常のエネルギー法を用い
た場合は除外出来ない値が現れることが知られている.テスト関数として適切なものを選び,非圧縮性条
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件を用いてパラメータを消去することが証明の鍵となる.
第4章においては,前章で考察した問題に関連し,走化性による細胞性粘菌の集合体形成モデルである
Keler-Segel方程式系の弱解の特異性について考察する.同方程式の時間局所的強解の存在については,
Kozono-Sugiyama(2010)によってLebesgue空間の枠組みにおいて証明され,更にその解の接続問題に対
し,スケール不変性の観点から爆発判定法が与えられている.しかし,スケール不変性の指数が臨界の場
合には,一般に解が延長可能であるかどうかは知られていない.ここでは,臨界指数を持っ空間に属する
解の特異性を,スケール不変性の観点から自然に現れる解である後方自己相似解の形で考察する.細胞性
粘菌の全質量が有限であるという仮定の下,上記のクラスにおける後方自己相似解の非存在を弱解の範噂
で証明する.ここで,Keler-Segel方程式系の滑らかな解が質量保存則を満たすことを考慮すると,細胞
性粘菌の全質量が有限であるという仮定は不自然ではないことに注意する.証明においては,まず
Laplace方程式の基本解,及びKeler-Segel方程式系の非線型項が持っ対称性に着目し,テスト関数として
差分の形を用いた弱解の定義を導入する.更に,臨界指数を持っ空間におけるHardy-Litlewood-Sobolev
型不等式を確立する.以上の準備を下に,テスト関数として適切なものを選ぶことによって,方程式系の
非線型項が持っ特異性を解消することが証明の鍵となる.
第5章においては,微分階数に着目したEuler方程式の時間局所適切性について考察する.初期速度場
に課す微分可能性という問題意識で同方程式の局所適切性を考察した場合,現在知られている最良の結果
は,pak-Park(2004)による微分階数 1でのBesov空間における適切性である.ここでは,この微分階数 1
の最適性について議論を行う.一般に非線型偏微分方程式の時間局所適切性を考察する場合,その証明に
おいて最も重要となるのが非線型項評価である.実際,発展作用素を用いて積分方程式の形で表される非
線型偏微分方程式に対しては,その時間局所適切性と非線型項評価との関係が,Bejenaru -Tao(2006)に
よって一般的な枠組みにおいて議論されている.ここでは,Euler方程式に対する非線型項評価として,
特にKato-Ponce型交換子評価を考え,その最適性をBesov空間及びTriebel-Lizorkin空間において考察す
る.評価式に対する反例を構成することにより,交換子評価の成立 ･不成立に関する空間指数の条件を完
全に決定する.この結果の系として,Pak-Park(2004)におけるクラスより広い関数空間においては交換
子評価が成立しないことが従い,少なくとも非線型項評価の観点からは,微分階数 1が最適であることが
わかる.証明の鍵となるのが,十分小さな円環内に周波数が集中するようなソレノイダルベクトル場とス
カラー関数の構成である.このベクトル場とスカラー関数に対して適切なスケーリングを施した関数を用
いて反例を構成する.非線型相互作用としてhigh-low-high相互作用を考え,交換子評価の付加項を消去
し,対数型で発散する例を構成することが重要な点である.
第6章においては,Euler方程式の解の正則性について考察する.特に,Pak-Park(2004)によって構成
された解について考察し,Besov空間の枠組みにおいて,空間無限遠で減衰しない初期速度場に対する解
の解析性及び概周期性を考える.初期速度場が実解析的,又は概周期的な場合に,解もそれぞれ実解析的,
又は概周期的となることを示す.更に解析性に関しては,解のTaylor級数の収束半径に対して,現在ま
でに知られている結果を改良した評価式を導出する.Sobolev空間の枠組みにおいては,Kukavica-Vicol
(2009)によって同方程式の解の解析性が議論されているが,Besov空間の枠組みにおいては,そこで用い
られたエネルギー法を適用することが出来ない.ここでは,解から定まる軌道を用いた座標変換によって
議論を展開する.証明の鍵となるのが,解析性に対する重み付きノルムの導入である.その上で,非線型
項の高階微分に対して適切な評価を行うことで主張を得る.概周期性の証明においては,Giga-Mahalov-
Nicolaenko(2007)の手法を参考とする.初期速度場に対する解の連続性に関する評価式が証明の鍵とな
る.
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論文審査の結果の要旨
流体力学の基礎方程式は本質的に非線形であり,その中でも非圧縮性理想流体の運動を記述するEuler
方程式は,数学解析の研究分野では古典的ではあるが,今日でも多くの研究課題を有している.偏微分方
程式論の主要なテーマは,解は与えられたデータに対して存在するか?その解は一意的か?またデータの
変化に関して連続的に振舞うか?という適切性の問題である.
高田了は,各波数空間において弱p十乗可積分空間を基礎とする弱Besov型空間を導入し,Euler方程式
についてその局所適切性を論じた.初期データが粗い関数であっても,時間局所的な古典解が存在するこ
とを証明した.現時点では高田了の結果が,局所可解性が成立する初期データのクラスとして最も広い.
更に,時刻Tまでで定義された時間局所解が,ある種の条件を満たせば,その解は時刻 Tを超えて古典
解として延長可能であることを示した.さらに,一般次元のE11er方程式について考察し,無限遠方での
制約条件が2乗可積分より広い関数空間における弱解に対しても,後方自己相似解が存在しないことを証
明した.これによって,運動エネルギーが有限という物理的に適切な範囲においては,少なくとも自己相
似的な振る舞いをする3次元Euler方程式の爆発解は存在しないことが明らかにされたといえる.
同様な考察をKeler-Segel方程式系に対しても行った.同方程式系は数理生物モデルとして近年盛んに
研究されているが,高次元の解の爆発に関しては未知な部分が多い.そのような状況下で,空間次元が3
以上においては,全質量が有限という範噂で後進自己相似的な爆発解が存在しないことを示したことは,
新たな知見を得たと言えよう.
さて,一般に半線形偏微分方程式の解法の鍵となるものに,適当な関数空間において非線形項を多重線
形作用素と見なし,閉じたノルムの評価式の導出が挙げられる.実際,そのような評価式が得られれば,
初期値問題の時間局所適切性は比較的容易に証明できる.また逆に閉じた評価を得ることが不可能である
ならば,少なくともその関数空間においては局所非適切であることが予想される.高田了は,Euler方程
式の解法に重要なある双線形交換子型評価を臨界Besov空間およびTriebel-Lizorkin空間において反例を
構成した.ここで臨界空間とは,微分階数において一階連続的微分可能な関数空間に埋め込める限界の指
数を意味する.高田了の与えた反例は,直ぐには臨界Besov空間およびTriebe1-Lizorkin空間における
Euler方程式の非適切性には結び付かないが,これまでの研究の歴史から判断するに,それを予見させる
に十分な結果を導出している.少なくとも双線形交換子型評価に限れば,その微分階数の観点からは最良
の評価を与えており,反例の構成法自身も実関数論的に興味深いものである.今後は粘性流体の基礎方程
式と同様に非適切な関数空間の解明に期待を抱かせるものであろう.その他,解の空間変数に関する解析
性の新たな評価式を確立するなど,Euler方程式に対して実に多角的な研究成果を挙げている.
このように,自立して研究活動を行うに必要な高度の研究能力と学識を有することを示している.した
がって,高田了提出の博士論文は,博士 (理学)の学位論文として合格と認める.
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